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Аннотация

Г.А. Агасандян

Исследуется поведение инвестора на однопериодном рынке произвольной природы со своими взглядами на вероятностные свойства рынка и своими рисковыми предпочтениями. Для описания рисковых предпочтений инвестора используется многоступенчатый критерий VaR. Работа обобщает полученные ранее автором результаты на случай частичного прогноза инвестором вероятностных свойств рынка. Для построения "оптимального" для инвестора портфеля рыночных инструментов используется метод Неймана-Пирсона и принцип минимума относительного дохода. 
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Абстракт 

Исследуется поведение инвестора на однопериодном рынке произвольной природы со своими взглядами на вероятностные свойства рынка. Применительно к рынку опционов первичная модель поведения инвестора изложена в прежних работах автора (см., например, [1-3]). Развитие этой модели в направлении перенесения конструкций на случай частичного прогноза инвестором вероятностных свойств рынка можно найти в [4], а на произвольные рынки – в работах [5, 6]. В настоящей работе делается попытка распространить идеи многоступенчатого критерия VaR (допустимых потерь) как на рынки произвольной природы (а не только опционные), так и на инвесторов с частичным отражением ими свойств рынка. Для построения "оптимального" для инвестора портфеля рыночных инструментов используется изученный в [4] принцип минимума (относительного) дохода. Такой подход позволяет более точно описывать рисковые предпочтения инвестора, чем это делают традиционные методы, такие как портфельная теория Марковица, в которой мерой риска служит дисперсия, или методы хеджирования, в которых способом описания риска часто становится одноступенчатый критерий допустимых потерь (VaR). Исследование иллюстрируется вычислительным экспериментом.

1.
Допущения модели управления портфелем
Рассматривается однопериодный рынок, на котором торгуют N финансовыми инструментами. Транзакционными издержками будем пренебрегать. Функционирование рынка подчинено действию ряда случайных факторов. Их различные сочетания называются сценариями, которые считаем выборочными точками многомерного пространства факторов. Реализация любого сценария приводит к получению инвестором определенного дохода по каждой из рассматриваемых ценных бумаг. Множество всех сценариев обозначается (.

Инвестору неизвестно фактическое распределение вероятностей на этом множестве. Однако понятно, что оно некоторым образом проявляется в получении доходов по ценным бумагам и в их ценах. В ценообразовании инструментов играют немаловажную роль и субъективные факторы, которые привносят искажения в справедливые цены. 

У инвестора имеется свое представление относительно распределения вероятностей в пространстве (. Ясно, что если инвестор будет задавать это распределение n параметрами, то восстановить их он сможет, вообще говоря, лишь в случае N ( n. Инвестор некоторым образом строит разбиение ( на n подмножеств и в соответствии со своим прогнозом приписывает им вероятности. В работе принимается, что N = n.
Рисковые предпочтения инвестора, как и в [1-3], задаются в форме непрерывной возрастающей функции критических доходов. Однако применительно к рассматриваемому дискретному случаю будут использоваться лишь ее значения в дискретном множестве точек. 

2.
Формализация модели управления
портфелем инструментов и ее задачи
На рынке выделяются так называемые элементарные ценные бумаги ŝi, i(I = {1, 2, …, n}, никакая из которых не представима через остальные в виде линейной комбинации. Стоимость произвольного инструмента ŵ обозначается |ŵ|. Стоимости всех элементарных инструментов заданы, при этом |ŝi| = mi, i(I. 

Длинная позиция по инструменту ŝi в количестве одного экземпляра порождает случайный доход yi. При реализации сценария j эта позиция дает доход ŝi(j) = yij. Для матрицы этих доходов, имеющей размерность n(n, используется обозначение

    Y = ||yij||,    i(I.
Инструмент называется базисным, если он дает единичный доход при реализации лишь одного сценария и нулевой доход – при остальных. Всего в конструкции представлено n базисных инструментов. Базисный инструмент, который дает единичный доход именно при реализации сценария i, обозначается ûi. Репликация базисных инструментов на основе n элементарных инструментов ŝi производится по следующему правилу. 

Если представить ûi в виде портфелей элементарных инструментов 

     ûi = (j(I zij ŝj                                                             LISTNUM maket \l 4 
и использовать обозначение векторного инструмента 

    û = (û1, û2, …, ûn),                                                     LISTNUM maket \l 4 
то совокупность n представлений (1) можно записать в матричной форме 

    ûT = Z ŝT,        Z = ||zij||,     Z Y = E, 
где E – единичная матрица.

При условии, что у матрицы Y существует обратная, 

    Z = Y–1.                                                                      LISTNUM maket \l 4 
Поэтому 

    ûT = Y–1ŝT.                                                                  LISTNUM maket \l 4 
Из цен mi элементарных инструментов ŝi с использованием (3) определяются цены всех базисных инструментов ûi. Вводя вектор c = (c1, c2,…, cn), находим 
    ci = |ûi| = (j(I mj yij(–1). 

Это соотношение в матричной форме принимает вид

    cT = Y–1mT.                                                                 LISTNUM maket \l 4 
После умножения всех этих цен на один и тот же нормирующий множитель

    rrf = 1/(j cj, 
называемый наведенным безрисковым относительным доходом, получаются так называемые наведенные вероятности сценариев, образующие вектор 

    c( = rrf c.                                                                    LISTNUM maket \l 4 
Сумма компонент этого вектора уже равна 1.

Параметр rrf показывает, какая безрисковая доходность может быть достигнута на рынке за рассматриваемый период времени. Обычно на реальном рынке параметр rrf должен превышать 1. 

В векторе c (а также в его нормированном аналоге c() проявляются совместные интересы и действия всех участников рынка, и именно с его помощью инвестор тестирует свои представления о вероятностных свойствах сценариев, выбирает стратегию своего поведения на рынке и строит на основе этого представления оптимальный для себя портфель инструментов. 

Перейдем к описанию прогноза инвестора. Как было анонсировано выше, в рассматриваемой модели он ограничивается лишь частичным вероятностным прогнозом. Имеется в виду, что инвестор, будучи уверенным лишь в части свойств распределения на множестве сценариев, именно относительно этой части и строит свои предсказания. В остальном же он следует за тенденциями рынка, полностью ему доверяясь. Такой подход применительно к опционному рынку был изложен в [4]. Наша задача состоит в распространении этого подхода на рассматриваемую модель рынков. 

Опишем представление инвестора о вероятностных свойствах рынка и его рисковые предпочтения. Введем параметр θ, который будет отвечать за всю неопределенность предсказания инвестора. Будем считать, что прогноз инвестора задается однопараметрическим вектором вероятностей на множестве сценариев 

    d(θ) = (d1(θ), d2(θ),…, dn(θ)),      θ(Θ,                      LISTNUM maket \l 4 
где Θ – множество возможных значений параметра θ. Его мощность характеризует степень неопределенности прогноза инвестора. В практических приложениях принимается, что множество Θ конечно, что исключает аналитический поиск оптимального значения θ на множестве мощности континуума. 

Итак, свой прогноз инвестор формирует с точностью до неизвестного параметра θ. Процедура, рассмотренная в [5-6], требует для нахождения оптимального портфеля инвестора сопоставлять введенный вектор (7) с вектором (6) либо с вектором (5). Поэтому многие из вводимых в следующем разделе привычных агрегатов оказываются зависящими от θ.

Рисковые предпочтения инвестора, как и в упомянутых работах [1-6], описываются монотонно возрастающей функцией критических доходов 

    Bcr((),     (([0, 1].

Требуется, чтобы для всех (([0, 1] выполнялись неравенства 

    Pt{R < B(ε)} ( ε, 
где Pt{E} – вероятностная мера события E с точки зрения инвестора, R – случайный доход от инвестиции. При этом предпочтение отдается меньшим значениям (, т.е. удовлетворять эти неравенства нужно, начиная с ( = 0 и продвигаясь в сторону положительных значений по возможности вплоть до ( = 1. 

В данной работе для упрощения, не являющегося излишне ограничительным, будем проводить все формальные построения, как это мы часто делали и ранее, не задавая изначально инвестиционной суммы инвестора, полагая, что рисковые предпочтения инвестора не зависят от масштаба инвестиции. Потому результат, получаемый нами далее в терминах доходности, является универсальным для данного инвестора вне зависимости от его изначальной суммы. В противном случае возможны разные постановки задачи, и о них мы подробно говорили, например, в работе [5].
3.
Процедура построения оптимального портфеля инвестора, его структура и доходность
Рассмотрим процедуру построения "оптимального" портфеля инвестора и уточним, как на ней скажется неопределенность прогноза инвестора и как эту неопределенность нужно учитывать. Как и ранее, процедура использует метод Неймана-Пирсона и начинается с построения отношения правдоподобия (см., например, [7]). Вводится семейство (по θ(Θ) векторов 

    l(() = (L1((), L2((), …, Ln(()),    Lj(() = cj/dj((),     LISTNUM maket \l 4 
и для каждого θ(Θ все сценарии из множества I упорядочиваются по убыванию этого отношения. 

Для каждого θ(Θ определяется вектор ((θ) = (((1,θ), ((2,θ),…, ((n,θ)), где ((1,θ) означает сценарий с максимальной компонентой вектора l((), ((2,θ) – сценарий со второй по величине компонентой l(() и т.д., наконец, ((n,θ) – сценарий с минимальным значением отношения l((). Фактически, ((θ) определяет взаимнооднозначное отображение (подстановку) множества I на себя, отвечающее устанавливаемому отношением (8) и зависящему от θ(Θ порядку во множестве I. 

Отображение ((θ) мы также будем задавать с помощью матрицы ((θ), определяемой условием

    ((θ) = ||(ij(θ)||,      i,j(I,                                            LISTNUM maket \l 4 
где (ij(θ) = 1 при j = ((i,θ) и 0 в иных случаях. Представление отображения ((θ) в виде матрицы ( более удобно при матричных преобразованиях. 

Напомним, что для произвольного вектора a длины n вектор (каким бы ни было значение θ) ( aT (a (T) означает такую перестановку компонент вектора aT (a), при которой в новом векторе компоненты приобретают порядок, соответствующий порядку убывания на векторе l(θ) отношения правдоподобия (если j = ((i,θ), то его j-я компонента перемещается на место i). Так, наряду с векторами (7) для каждого θ(Θ рассматриваются и векторы 

   (d(θ) = (d((1,θ)(θ), d((2,θ)(θ),…, d((n,θ)(θ)) = d(θ) ((θ)T, 

определяющиеся соответствующим порядку отношения правдоподобия переупорядочиванием компонент векторов d(θ). 

Теперь переходим непосредственно к построению портфеля инструментов, наилучшим образом отражающим интересы инвестора. Процедура является дискретным аналогом той, которая применялась в [1-3] для континуального случая. В соответствии с (8) и (9) для каждого θ(Θ строится система подмножеств Xk множества I по правилу

     Xk(θ) = {ξ(1,θ), ξ(2,θ),…, ξ(k,θ)},         k(I.
Поскольку каждому сценарию j инвестор приписывает вероятность dj(θ), то множествам Xk(θ) будут отвечать вероятности 

     εk(θ) = Pt{Xk(θ)} = (j(k d((j,θ) = (j(k(dj(θ),                 LISTNUM maket \l 4 
объединяемые в вектор ε(θ). 

Вводится вектор критических доходов инвестора

    b(θ) = (B1(θ), B2(θ),…, Bn(θ)),                                   LISTNUM maket \l 4 
где 

    Bk(θ) = Bcr(εk(θ)),        k(I.                                        LISTNUM maket \l 4 
Фактически, компоненты этого вектора являются аппроксимацией функции критических доходов инвестора в точках (k, представимых в виде суммы вероятностей k сценариев, отвечающих наибольшим k значениям отношения правдоподобия. 

Каждому множеству сценариев Xk ставится в соответствие его "индикатор", являющийся инструментом, представимым в виде суммы базисных инструментов (j(k û((j,θ). Затем "оптимальный" инструмент ĝ(θ) инвестора строится в виде комбинации этих "индикаторов" с коэффициентами, определяемыми критическими доходами (12), и в результате получается его окончательное представление 

    ĝ(θ) = (j Bj(θ) û((j,θ).                                                  LISTNUM maket \l 4 
Таким образом, предпочтениям инвестора отвечает взвешенная сумма инструментов ûj c весовыми коэффициентами, лежащими на графике функции критических доходов инвестора Bcr((). Чем более круто растет функция Bcr(() при приближении к ( = 1 и, стало быть, последовательность Bk(θ) с ростом k, тем в большей степени инвестор для увеличения своего дохода готов идти на риск, и наоборот. 

Используя векторные представления (2) для û(θ) и (11) для b(θ), а также матричное представление (9) для оператора подстановки ((θ), инструмент ĝ(θ), задаваемый равенством (13), представим в матричной форме

    ĝ(θ) = b(θ) ((θ) û(θ)T. 
Применением соотношения (4) этот инструмент задается в виде комбинации исходных элементарных инструментов ŝj: 

    ĝ(θ) = b(θ) ((θ) Y–1 ŝT.                                             LISTNUM maket \l 4 
Итак, "оптимальным" портфелем инвестора является скалярное произведение 

    ĝ(θ) = g(θ) ŝT,                                                           LISTNUM maket \l 4 
где 

    g(θ) = b(θ) ((θ) Y–1, 
при этом каждая компонента этого вектора означает количество соответствующего элементарного инструмента, которое инвестору необходимо приобрести (продать, если компонента отрицательна).

Теперь вычисляются параметры оптимального инструмента: его стоимость, средний доход инвестора (с его собственной точки зрения) и средний относительный доход (1 плюс доходность) от инвестиции. 

Стоимость оптимального инструмента получается простой заменой в правой части равенства (14) (или (15) с учетом Ошибка! Источник ссылки не найден.) вектор инструментов ŝ на вектор стоимостей m. Получаем 

     A(θ) = |ĝ(θ)| = b(θ) ((θ) Y–1 mT = g(θ) mT.               LISTNUM maket \l 4 
Средний доход инвестора R(θ) при условии, что он вычисляется в соответствии с его собственным представлением о вероятностных свойствах рынка, т.е. для вероятностного вектора на множестве сценариев d(θ), и для произвольного параметра θ(Θ, согласно процедуре Неймана-Пирсона и с учетом представления оптимального инструмента (13) должен определяться из соотношения 

    R(θ) = (j Bj(θ) d((j,θ)(θ) = (j Bj(θ)(dj(θ),

или в матричной форме 

    R(θ) = b(θ) ((θ) d(θ)T = b(θ)(d(θ)T.                           LISTNUM maket \l 4 
В результате относительный средний доход, как раз и характеризующий доходность вложения, получается делением среднего дохода (17) на объем инвестиции, совпадающий со стоимостью оптимального инструмента (16). Окончательно имеем

    r(θ) = R(θ)/|ĝ(θ)| =(b(θ)(d(θ)T)/(g(θ) mT). 
Величина r(θ) не может быть меньше значения rrf, получаемого по формуле Ошибка! Источник ссылки не найден.. Но поскольку обычно rrf > 1, то и r(θ) будет превышать 1, притом для всех θ(Θ. 

Нам остается определиться с неопределенностью, отраженной в параметре θ. Эта проблема уже подробно обсуждалась в [4] при рассмотрении аналогичной задачи специально для опционного рынка. В упомянутой работе был введен принцип минимума (относительного) дохода, которым следует руководствоваться инвестору при выборе параметра θ. Напомним, что инвестор при применении такого принципа страхует себя от неоправданного завышения дохода, проистекающего вследствие неправильного выбора параметра θ, в значении которого инвестор не был изначально уверен. 

Учитывая сказанное, мы приходим к выводу, что в отсутствие дополнительной информации оптимальным для инвестора должно быть выбор такого значения параметра θ(Θ, при котором ropt(θ) принимает минимальное значение. Итак 

    θopt = argminθ r(θ),

    ropt = r(θopt).

4.
Иллюстративный пример 

Рассмотрим рынок, на котором обращаются всего 5 инструментов. В связи с этим ограничиваем пространство сценариев также только 5 элементами. Допустим, что доходы от пяти инструментов для каждого сценария определяются матрицей
    Y =
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Пусть также стоимости этих инструментов образуют вектор 

    m = (2.256, 1.892, 1.626, 1.544, 1.213). 
Построение на основе вектора m вектора цен базисных инструментов дает 

    c = (0.06, 0.26, 0.31, 0.24, 0.08).                               LISTNUM maket \l 4 
В случае с реальным рынком все компоненты вектора с должны быть положительны, так как иначе возможен арбитраж. Поэтому при построении иллюстративного примера удобнее действовать в обратном направлении – сначала задавать вектор с, и уже по нему строить вектор m – иначе трудно гарантировать положительность вектора с. 
Опишем теперь, как предсказывает инвестор вероятностные свойства рынка. Как мы условились, прогнозом будет не единственный вероятностный вектор на множестве сценариев, а семейство по параметру θ(Θ. Рассмотрим два вспомогательных вектора d' и d": 

    d' = (0.06, 0.35, 0.27, 0.24, 0.08) 
с суммой компонент, равной 1, и 

    d" = (0.0, –0.1, –0.1, 0.2, 0.0) 

с нулевой суммой компонент. Тогда семейство векторов d(θ) зададим правилом

d(θ) = d' + θd". 

где θ принимает значения 1, 2, 3, 4, 5, т.е. мощность множества Θ равна 5. В результате мы получаем семейство вероятностных векторов. 

     d(θ) =
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Теперь определимся с рисковыми предпочтениями инвестора. В соответствии с теорией инвестору надлежит задать растущую функцию критических доходов. В ее качестве рассмотрим функцию 

    Bcr(() = (2,      (([0,1].                                            LISTNUM maket \l 4 
что говорит об определенной склонности инвестора к риску. Теперь необходимо применить процедуру Неймана-Пирсона, для чего требуется построить покомпонентное отношение векторов c и d(θ), т.е. соотнести (18) и (19). Получим семейство векторов (прямоугольную матрицу размером 5(5)
    l(θ) = 
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По нему строится семейство отображений ((θ) (также матрица размером 5(5). Имеем
    ( = 
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В силу громоздкости семейство матриц подстановки ((θ), которое однозначно строится по семейству ((θ), мы здесь не приводим, хотя в дальнейших расчетах удобнее использовать именно матрицы ((θ).
Далее определяется семейство векторов предпочтений b(θ). Компоненты этого вектора находятся из (12) и (10). Сначала определяется скорректированный с учетом преобразования ( вектор(d. Имеем в матричной форме 

   (d(θ) = d (T. 

Проделывая вычисления, находим

   (d(θ) = 
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Далее находим семейство векторов ((θ), k-я компонента которых (k(θ) определяется по формуле (10): 
     ((θ) = 
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Используя теперь формулу (12) и учитывая (20), находим семейство векторов рисковых предпочтений 
    b(θ) = 
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На основании полученной информации мы уже можем определить оптимальный портфель инвестора и найти его финансовые характеристики. Семейство векторов коэффициентов элементарных инструментов в оптимальном портфеле определяется матрицей
    g(θ) = 
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Наконец, для каждого θ(Θ последовательно находятся стоимости инструментов, их доходы и доходности вложения. Все эти финансовые характеристики собраны в матрице 
     
[image: image10.wmf]10.3940.4971.26

20.4010.4881.22

30.4050.4891.21

40.3930.4911.25

50.3740.5021.34

éù

êú

êú

êú

êú

êú

êú

ëû

.
В 1-м столбце матрицы представлены значения θ, во 2-м – стоимости A(θ) = |ĝ(θ)|, в 3-м – доходы от инвестиции R(θ) , и в 4-м – относительные доходы r(θ). Следуя принципу минимума относительного дохода, заключаем, что оптимальное вложение для инвестора дается параметром θ = 3, при этом относительный доход равен 1.21, что, как и должно быть, превышает rrf. Стоимость оптимального инструмента |ĝ| = 0.405, а средний доход (с точки зрения самого инвестора) Ropt = 0.489, а сам оптимальный портфель определяется 3-й строкой матрицы (21): 
    ĝ(θ) = –2.74ŝ1 + 6.76ŝ2 – 4.04ŝ3 + 3.28ŝ4 – 3.86ŝ5.

Заключение 

С проблемой, рассмотренной в работе, хорошо знакомы трейдеры, оперирующие на  финансовых ранках. Трейдер, например, может полагать, что рынок будет более волатильным, чем считает большинство его участников, что соответствующим образом отражается в рыночных ценах инструментов, но он не уверен в направленности движения рынка. Поэтому он намерен ставить на возрастание волатильности, но в том, что касается направленного движения рынка, как это мы часто делали и ранее, он готов следовать за рынком, воспользовавшись текущими настроениями на рынке. На нахождение инструмента, который будет реализовывать подобные устремления трейдера, и нацелена процедура построения "оптимального" портфеля, предлагаемая в работе. 
Кроме этого, как и в прочих работах автора по этой теме, речь идет и о более точном описании рисковых предпочтений инвестора, который, возможно, не желает ограничиваться предсказаниями всего лишь двух параметров (среднего значения и волатильности), как это принято в традиционной портфельной теории Марковица, или методе, основанном на стандартном критерии VaR, при использовании которого рисковые предпочтения инвестора также описываются недостаточно полно. 

Предлагаемое исследование, по существу, и является такой теорией. Метод, развиваемый в работе, носит конструктивный характер – он дает вычислительную процедуру, посредством которой любой инвестор может получать оптимальные решения и осознанно применять их на опционном рынке. 

Метод нахождения оптимального портфеля инвестора опирается на известную в статистике процедуру Неймана-Пирсона. Рассмотренные примеры демонстрируют, что результаты естественны и ожидаемы, и это свидетельствует о разумности предлагаемой теории. 
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